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RBsum&Une mCthode spectrale coupICe $ une technique de d&composition en sous-domaines est utilisee 
pour modtliser l’exptrience d’une interface d@siw en convection de double-diffusion. Le modkle isotherme 
comporte deux couches de fluide de Boussinesq bidimensionnelles et horizontales qui sont s&par&es par 
une interface et qui ont une concentration de se1 et de sucre uniforme. Un accord raisonnable a CtC trouvt 

g l’issue de comparaisons avec des r&ultats thtoriques et expCrimentaux. 

1. INTRODUCTION 

Les mesures effect&es par les OcCanographes mon- 
trent que les profils verticaux de tempkrature et de 
salinitt dans les ocCans ne sont pas toujours rCguliers. 
On voit souvent apparaitre une succession de couches 
s&pa&es par des interfaces & travers lesquelles les 
gradients de tempkrature et de se1 sont assez grands. 
Les mCcanismes responsables d’une telle situation 
ressortent de phCnomknes d’instabilitCs de double- 
diffusion. Ces derniers jouent un rale important, non 
seulement en OcCanographie, mais aussi, en g&o- 
physique, mCtCorologie et ingCnierie pour ne titer que 
ces trois applications. Ceci a conduit g de nombreuses 
Ctudes expkrimentales et thCoriques visant g expliquer 
ces phCnom&nes. Par contre, les Ctudes num&iques 
sur ce sujet sont encore tr& rares et trirs partielles. 
L’exposC et l’analyse d’un certain nombre de travaux 
sur la convection de double-diffusion (et de multi- 
diffusion) et ses applications peuvent &tre trouvCs dans 
Huppert et Turner [l] et Turner [2, 31. 

Les mouvements de convection de double-diffusion, 
peuvent apparaitre dans un fluide ayant deux (ou plus) 
composants qui diffusent g diffkrentes vitesses et qui 
contribuent au gradient de densit& vertical en sens 
oppos& Que les composants soient la chaleur et le sel, 
comme dans les ocCans, ou deux solutCs diffkrents, 
comme en chimie, les aspects qualitatifs de convection 
de double-diffusion restent les mCmes : seules les tch- 
elles de temps et d’espace des mouvements diffirent. 
En contraste avec la convection thermique simple (un 
seul composant) les mouvements convectifs peuvent 
surgir m&me quand la masse volumique dkroit avec 
la hauteur, c’est & dire quand elle est statiquement 
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stable. Ce phCnombne est dQ aux effets de la diffusion 
qui a une influence stabilisante en convection ther- 
mique simple, mais qui peut agir en double-diffusion 
de manikre A relgcher l’bnergie potentielle stock&e dans 
un des composants pour la convertir en Cnergie cinC- 
tique. Pour qu’il y ait de la convection de double- 
diffusion, un des composants doit &tre distribuC de 
man&e instable dans le fluide pour fournir une source 
d’Cnergie pour le mouvement tandis que l’autre doit 
&tre distribuC de faGon stable pour maintenir partout 
une stratification stable de la densit&. Dans une telle 
situation apparait une succession de couches dans les- 
quelles les composants sont presque uniformes, et qui 
sont sCparCes par des interfaces pouvant prendre deux 
formes. Si le composant qui diffuse le plus lentement 
est distribut de maniere instable, les couches sont 
stparCes par des zones oti la convection peut prendre 
la forme de longues et fines colonnes de fluide alter- 
nativement ascendantes et descendantes appelCes$n- 
gers. Si le composant qui diffuse le plus vite est dis- 
tribuC de faGon instable, les couches sont &par&es par 
de fines interfaces dites dzjjfusives $ travers lesquelles 
les gradients des composants sont trb importants. 
C’est ce dernier cas qui est CtudiC dans le prCsent 
article. 

L’interface diffusive en convection de double- 
diffusion a fait l’objet de nombreuses d’Ctudes expCr- 
imentales. Citons par exemple les travaux de Turner 
[4], Shirtcliffe [S, 61, Crapper [7], Marmorino et 
Caldwell [8], Takao et Narusawa [9] et Fernando [lo]. 
Un certain nombre d’Ctudes thkoriques, fond&es sur 
les observations en laboratoire, ont aussi &tt: entre- 
prises, soit pour expliquer ses mkcanismes, soit pour 
comprendre son apparition. Linden et Shirtcliffe [ 1 l] 
ont prCsentC un modkle pour expliquer les transferts 
possibles des composants B travers les interfaces s&pa- 
rant ces couches. Gough et Toomre [12] utilisent des 
tquations a un seul mode pour p&dire des flux 
observCs en laboratoire. En convection thermosaline, 
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NOMENCLATURE 

G’,, flux qui normalise &, voir equation 

(15) 
FT* flux de T” adimensionnt, voir 

equation (16) 
&, FT, J?~, F, flux de F, T, S”et S a travers 

l’interface 

9 acceleration de la pesanteur 
H, L, A demi-hauteur, longueur, 

allongement (L/H) de la cavite 

Jr* Cpaisseur de l’interface 

NF nombre de modes de Fourier 
multiplie par deux 

N, nombre de polynomes de 
Tchebychev lie au sous-domaine !2, 

N TC nombre de polyndmes de 
Tchebychev total, NTc = N, + N2 + N3 

&, I?s nombres de Nusselt moyens de T et 
S a travers une horizontale 

PV nombre de Prandtl, v/rcT 
Ras nombre de Rayleigh instantane lie au 

sucre, Rs 1 S, - S,, 1 
Rat nombre de Rayleigh instantane lie au 

sel, Rtj Tb-Thj 

& rapport des flux calculi: suivant 
equation (17) 

R, rapport des flux calcule suivant 
equation (18) 

RS nombre de Rayleigh initial lie au 
sucre, gjH36S/IcTv 

Rt nombre de Rayleigh initial lie au sel, 
gaH36T/K-,v 

R, rapport des masses volumiques, voir 
equation (I 9) 

s concentration moyenne de S dans le 
sens horizontal (fonction de y) 

t”, t temps reel et temps adimensionnel 
r concentration moyenne de T dans le 

sens horizontal (fonction de y) 
T, T, s”, S concentrations de se1 et de sucre 

(reelles et adimensionnelles) 

T,, S, valeurs minimales de T”et s” 
T2, S, valeurs maximales de T”et s” 
Tb, S, valeurs moyennes de T et S dans la 

couche de fluide infirieure 

tfa 4 temps final, temps initial (sans 
dimension) 

Tr,, & valeurs moyennes de T et S dans la 
couche de fluide superieure 

T,-> T,+ concentrations moyennes de T sur 
les front&es Y = - 1 et Y = + 1 

a, u, c, v composantes horizontales et 
verticales de la vitesse (reelles et 
adimensionnelles) 

u max maximum de la valeur absolue de u 
V mm maximum de la valeur absolue de v 

YI ordonnee adimensionnelle de la 
front&e inferieure de l’interface 

YS ordonnee adimensionnelle de la 
frontiere superieure de l’interface 

YI> Y2 front&es du sous-domaine interieur 

fi2, 
(aT/dy)int gradient moyen de T dans 

l’interface. 

Symboles grecs 

a> B coefficient de dilatation du se1 et du 
sucre 

6t pas de temps 
6T, 6s differences T,- T, et S,- S, 

%, KS diffusivites moleculaires du se1 et du 
sucre 

PL, v viscosites molkulaire et cinematique 

P> PO masses volumiques 
Z rapport des diffusivites, K~/IC= 

Y’,,X maximum de la valeur absolue de Y 

y’, 0.J fonction de courant et tourbillon 
adimensionnes 

wll,X maximum de la valeur absolue de w 
Q domaine de travail 

Q, sous-domaine de calculj. 

quelques simulations dire&es d’ecoulements dans des 
cavites rectangulaires chauffees par le bas ont fait 
apparaitre differents regimes d’ecoulement. Notons 
par exemple les travaux de Chang et al. [ 131 et ceux 
d’Ehrenstein et Peyret [ 141. 

L’experience de convection de double-diffusion la 
plus simple est de stratifier le domaine du fluide avec 
deux couches uniformes, s&par&es par une interface et 
ayant chacune des valeurs de concentration differentes 
pour chaque composant. Generalement, le systeme 
qui est Ctabli dans cette configuration se relaxe lorsque 
l’energie du composant distribue de maniere instable 
se libere (Turner [4], Shirtcliffe [6]). Linden et Shirt- 
cliffe [l l] ont suggtre un modele d’interface diffusive 

base sur l’idee que le systeme se relaxe a travers une 
serie d’etats en “quasi-Cquilibre”. Un accord raison- 
nable flit trouve entre la theorie et les experiences. 
Une particularite de ce genre de modele est que les 
mouvements de convection dans les deux couches de 
fluide (au dessus et au dessous de l’interface), sont 
Ctablis par des instabilites thermiques a l’interface de 
maniere tres similaire a ce que l’on peut voir au dessus 
dune paroi chauffee a haut nombre de Rayleigh. 

Dans cet article nous proposons un modele d’in- 
terface diffusive puis nous l’etudions par voie 
numerique. Pour ce faire, on utilisera un solute comme 
composant destabilisant de la meme man&e que dans 
l’experience de Shirtcliffe [6]. Ainsi, le composant de- 
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stab&ant sera le se1 et le composant stabilisant le sucre. 
Pour modeliser cette experience, on considerera qu’a 
l’instant initial, le domaine est rempli par deux 
couches de fluide visqueux au repos, separtes par une 
interface et ayant une concentration uniforme de se1 
et de sucre. Ces concentrations seront differentes dune 
couche a l’autre. 

2. MODliLISATION DU PROBLkME 

On Ctudie done le comportement de fluides ayant 
deux composants diffusant a differente vitesse, soumis 
aux forces de flottaison dans un domaine plan delimite 
par deux plans horizontaux infiniment longs et sirpares 
par une distance 2H (-H < J < H). On suppose que 
l’ecoulement est bidimensionnel et qu’il admet une 
periodicit& dans la direction horizontale de valeur 
Cgale a L (-L/2 < x” Q L/2). On notera A, l’al- 
longement tel que A = L/H. Suivant une terminologie 
maintenant classique, nous utiliserons l’appellation T” 
pour le composant avec la diffusivite moleculaire la 
plus ClevCe@e. le sel) et gpour I’autre composant (i.e. 
le sucre). Ces deux composants auront respectivement 
les diffusivites moltculaires ICY et us avec 
z = IC& = 0.33. On fait l’hypothese que les pro- 
prietes du fluide suivent l’approximation de Bous- 
sinesq. Ainsi la loi de comportement de la masse vol- 
umique p est lintaire et don&e par 

p = po[l+a(T”-T,)+rc(s”-S,)l (1) 

oii p0 est la masse volumique du fluide en l’absence de 
T”et Set CI et fl les coefficients de dilatation volumique 
lies respectivement a r” et ,?? (p et cc > 0). T, et S1 
correspondent aux valeurs minimales de T” et s” a l’in- 
stant initial (Fig. 1). A cet instant (? < 0), le domaine 
est rempli de deux couches horizontales de fluide (au 
repos), superposees et s&par&es par une interface de 
tres faible Cpaisseur. Dans chaque couche, supposees 
de m&me Cpaisseur, les concentrations en se1 T et en 
sucre S”sont uniformes, mais differentes d’une couche 
a l’autre. A l’etat initial nous considerons la dis- 
tribution suivante : 

T = [CT2 - T1 1 th ((CIH)J~W+ CT2 + TdP (24 

s”= [(S,-S,)th(-(C/~~)l/2+(S,+S,)/2. (2b) 
L’epaisseur de I’interface, que l’on definira plus tard, 
depend done du choix de C. Dans la couche suptrieure 

Fig. 1. GBomCtrie du problkme A un l’instant initial. 

nous avons T” % T2 et ,!? z S, tandis que dans la couche 
inferieure F z T, et s” z S,. Pour obtenir un systeme 
diffusif il faut que 

T2 > T, Sz $ S, et KS,-Sr) >cc(T,-T,). 

(3) 

La troisieme inegalite de l’equation (2) assure la strati- 
fication stable du fluide et la stabilite de l’interface. 

Quand un systeme a deux couches avec la strati- 
fication imposee par (3) est Ctabli en laboratoire, il est 
observe que des mouvements convectifs se produisent 
dans chaque couche. La source d’energie pour le 
mouvement est la distribution instable de concen- 
tration de sel. Le mouvement convectif dans les deux 
couches est regi par un degagement d’elements fluides 
legers au voisinage de l’interface separant les deux 
couches. A partir de ces observations experimentales, 
Linden et Shirtcliffe [ 1 I], concurent un modele d’inter- 
face diffusive dont la particularite essentielle est qu’elle 
se decompose en trois parties : un coeur central diffu- 
sif, a travers lequel les transports des deux composants 
(7 et ,!?) ne s’effectueraient que par diffusion molec- 
ulaire, et deux couches limites instables et identiques 
dont l’une est situ&e au dessus du coeur et l’autre au 
dessous. Ce serait a partir de ces couches limites que 
les elements de fluide ltgers s’eleveraient. Shirtcliffe 
[6], a partir de ses observations sur l’interface sucre- 
sel, a bien mis en evidence l’existence de ce coeur 
diffusif. Le mecanisme du modele propose par Linden 
et Shirtcliffe [I 1] est le suivant : chaque couche limite 
croit par diffusion et c’est parce-que le champ de con- 
centration en se1 T” est instable et que ICY < or, que le 
bord le plus exterieur de chaque couche limite est 
gravitationnellement instable lorsque l’effet stabilisant 
du champ de concentration en sucre S”est restreint a 
une region plus fine pres du coeur. De plus, au bout 
d’un certain temps, la couche limite s’effondre et un 
Clement de fluide leger est libere. Tout le fluide leger 
dans la couchelimite est d&place et cette derniere alors 
plus fine recommence a nouveau a croitre. 

Les equations g&n&ales du mouvement sont les 
equations de Navier-Stokes sous l’approximation de 
Boussinesq, auxquelles on adjoint les equations de 
transport-diffusion des deux diffusants (se1 et sucre). 
Elles sont prises sous forme adimensionnelle et en 
formulation fonction de courant-tourbillon (‘I’, o) : 

dT/&+ V-VT = V2T (4) 

as/at+ v. vs = z ~2s (5) 

awjat+v.vw = PrV2m-aPr(RtaT/axfRsasjax) 

(6) 

V2Y -w = 0. (7) 

Le domaine de travail en variables adimensionnees est 
delimite par fi=[--A/2; A/2[x[-1; I] avec 
x = n/H, y = j/H, t = tic,/H2, T = (T”- T,)/6T, 
S = (,Y- S,)/&S, 6T = T, - T, et 6s = S, - S,. En pre- 
nant q/H pour vitesse de reference, on a: 
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V = (u, v) = (- aY!/ay, aY/ax). Enfin, V = (a/ax, 
ajay) et V2 = a2/ax2 + a’/+‘. Les autres parametres 
sans dimension sont le nombre de Prandtl Pr = V/K=, 
le nombre de Rayleigh lie au se1 Rt = gaH36T/KTv et 
le nombre de Rayleigh lie au sucre Rs = g/lH3&S/+v. 

Les surfaces horizontales sont rigides et imper- 
meables comme dans l’experience de Shirtcliffe [6]. 
Ainsi, les conditions aux limites des variables sans 
dimensions (t > 0) en y = - 1 et y = 1 s’ecrivent : 

Y! = 0, auljay = 0 

(conditions de non glissement pour la vitesse) (8) 

aTjay = 0 asjay = 0 
(condition d’impermeabilite). (9) 

A l’instant initial, les vitesses sont nulles et les champs 
de concentration T et S sont perturb& altatoirement 
a chaque point de l’espace physique. L’amplitude de 
la perturbation est de l’ordre de la precision machine 
(Z 10-12). 

3. MhHODE NUMiiRIQUE 

Les solutions sont approchees par un double 
developpement en serie de Fourier et polynomes de 
Tchebychev en espace et par difference finies en temps. 
Le schema de discretisation en temps est semi-impli- 
cite: un schema d’Euler retard& du second ordre a 
trois niveaux dans le temps pour les termes diffusifs 
avec une evaluation de type Adams-Bashforth du 
terme convectif (Vane1 et al. [ 151). La periodicite dans 
la direction horizontale fait appel a un developpement 
en serie de Fourier qui conduit a la resolution d’equa- 
tions monodimensionnelles pour chaque mode de 
Fourier. Toutes ces equations sont rtsolues par la 
methode Tau-Tchebychev (Gottlieb et Orszag [ 161) 
associee a la technique de decomposition en sous- 
domaines utilisee par Lacroix et al. [17] et Pulicani 
[18, 191. Le but de cet article n’ttant pas de detailler 
cette methode, nous dirons simplement qu’elle utilise 
une extension de la technique de la matrice d’influence 
(Kleiser et Shumann [20]), aussi bien pour imposer 
les conditions aux limites que les conditions de raccord 
aux interfaces des domaines. Pour notre probleme, 
nous avons decompose le domaine de travail en trois 
sous-domaines a,, !& et !& tels que 

R, = [-A/2;‘4/2[x[-l;y,[ Q2, = [--A/2; 

42[x 1~~ ;y2[ et a3 = [-A/2; 

A/2] x b2 ; I[. 

On appellera N, le nombre de polynomes de Tchtby- 
chev lie au sous-domaine aj, NTc le nombre de 
polynomes de Tchebychev total (NTc = N, + N2 + NJ 
et Nr le nombre de modes de Fourier multiplie par 
deux. La representation precise de l’interface, aurait 
necessite l’utilisation d’un grand nombre de poly- 
nbmes de Tchtbychev si l’on avait choisi la methode 

pseudo-spectrale avec un seul domaine comme Demay 
et al. [21]. 

4. QUANTITl% CARACTkRISTIQUES 

4.1. D&termination de E’kpaisseur de l’interface 
Pour quantifier l’epaisseur h, de l’interface diffus- 

ive, nous utilisons une determination souvent utilisee 
par les experimentateurs et les theoriciens (i.e. Mar- 
merino et Caldwell [8], Linden et Shirtcliffe Ill]), a 
savoir : 

(h,/H) = I Tb - Th l/(aT/ay>in, (10) 

oii (aT/ay)int correspond a la moyenne de aTjay dans 
l’interface, T,, et S,, les valeurs moyennes de T et S 
dans la couche de fluide en dessus de l’interface, et Tb 
et S,, les valeurs moyennes de T et S dans la couche 
de fluide en dessous de l’interface. Dans l’etude theo- 
rique de Linden et Shirtcliffe [ll], la quantitt aTjay 
est supposee constante dans le coeur de l’interface. 
Dans Marmorino et Caldwell [8], les quantites T,,, Th 
et (aT/ay)int sont approximees par un trace graphique 
ajuste visuellement a partir des profils moyens de T. 
Pour nous, il n’est pas possible de connaitre les valeurs 
de Tb, T,, et (dT/dy)int tant que l’on ne connait pas 
l’epaisseur de l’interface. Pour la calculer, nous avons 
d’abord approxime la quantite (aTjay>,,, par la moy- 
enne des valeurs moyennes de aTjay en y = -0.05, 
y = 0 et y = 0.05. Nous verrons dans la discussion des 
resultats, que hT/H est rapidement superieure a 0.1. De 
plus, dans tous nos essais numeriques les conditions 
initiales sont telles que h,/H > 0.05.11 est done evident 
que ( aT/ay)int n’a aucun sens tant que h,/H < 0.1. Si 
l’on note respectivement par T,_ et T,,,+ les con- 
centrations moyennes de T sur les frontieres y = - 1 
et y = + 1, notre definition de h,/H s’tcrira : 

CWf4 = CT,+ - Tmp)/<Wayhnt. (11) 

Cette definition s’est aver&e refltter assez bien la mes- 
ure graphique que l’on peut faire a partir du profil 
moyen de T comme l’on fait Marmorino et Caldwell 
[8]. Ceci se comprend car dans ce probleme, les deux 
couches de fluide de part et d’autre de l’interface ont 
des concentrations relativement uniformes. 

Si y, et yi designent respectivement les ordonnees 
adimensionnelles des limites superieure et inferieure 
de l’interface, nous aurons : hT/H = y,- y,. En pra- 
tique, pour des raisons de cot& les ordonnees ys et y, 
sont remplacees par les ordonnees des points de col- 
location-Tchebychev les plus proches de ces valeurs. 
Malheureusement, ce procede ne permet pas de 
mesurer des ordonnees ys et yl qui seraient entre deux 
points de collocation. Done l’epaisseur h,/H aura une 
valeur constante aussi longtemps que le point de col- 
location superieur ne sera pas atteint. Evidemment, 
plus on augmentera le nombre de points de collocation 
suivant y, moins ce probleme sera important. Sur les 
figures qui montreront l’evolution de h,/H en fonction 
du temps, ce phenomene se traduira par une suc- 
cession de paliers. 11 faudra bien se rendre compte 
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que ces paliers n’ont rien de physique et ne font que La couche la plus basse doit Ctre au moins aussi dense 
traduire la variation entre points de collocation. que la couche superieure, a savoir R, 2 1. 

4.2. D&?nition de quelquesJux 
Les flux de chaque composant passant a travers 

l’interface se definissent comme suit : 

& = (we, WH) [~~_J~)+~~C_Y~N/~ (124 

& = bx%WW [~soiJ+7%ois)l/~ Wb) 
avec 

et 

LS 

+A/2 
%O) = (~T/~JJ-~T),~ dx /A C13a) 

-a,* 1 
+A/2 

Kcv”) = 
[I 

(z~S/&-@~~ dx /A 
-n/z I 

(13b) 

avec y0 = ys ou y,. 
NotonSlque & et Fs sont les flux mesures par les 

experimentateurs. Sous forme adimensionnelle ils 
s’expriment par 

Fr = &I(P,P~~ 6TIff.l et Fs = ~J(P~B~s 6SIW. 

(14) 

Shirtcliffe [6] normalise & avec le flux Fsr defini par 

&, = 0.0X5p,g”3v-“31c,2’3a4’3 1 Tb - Thj4’3fiT4’3. 

(15) 

Ce flux, qui a CtC introduit par Turner [4] represente, 
quand on utilise la chaleur comme diffusant T, le 
transfert de chaleur a travers une interface fictive non 
deformable. Par analogie, en normalisant & de la 
m&me maniere, on obtient le flux de se1 adimensionne 
F.r’r* : 

~%Wf%(Ys)1/2 
0.085(Rt)“3 1 T, - T,, 14’3 

(16) 

Une autre quantite souvent mesuree par les experi- 
mentateurs est le rapport des flux Rf defini par 

R _ 5 _ ~Rs[%(~i)+~s(~s)l 
f FT Rt[~~(Yi)+~~(ys)l (17) 

Le rapport des flux qui seraient produits que par 
les gradient verticaux de F et s” dans l’interface est 
aussi une quantite importante que I’on utilisera dans 
la discussion, a savoir : 

R, = ~RJ ww,,m (Wash,. (18) 

4.3. Rapport des masses volumiques 
Un critere de stabilite de l’interface est donne par 

le rapport des masses volumiques : 

R, = RslSb-SS,I/RtlTb-T,,I. (19) 

4.4. Paramitresphysiques et numCriques 
Nous avons effectue un certain nombre d’ex- 

periences numeriques en faisant varier certains des 
parametres du probleme : l’allongement A, le nombre 
de Rayleigh initial lie au sucre Rs, le nombre de Ray- 
leigh initial lit au se1 Rt, l’epaisseur initiale de I’in- 
terface, tout en conservant les memes valeurs du nom- 
bre de Prandtl Pr, du rapport des diffusivites z et 
du rapport initial des densites R,, & savoir Pr = 700, 
z = 0.33 et R, = 1.71 a l’etat initial. Ces valeurs de Pr 
et z correspondent approximativement a une experi- 
ence reelle qui serait realisee en prenant du sucre (i.e. 
K, = 0.52 x 10m5 cm* s-r dans de l’eau a 25°C) et du 
se1 (i.e. K~ = 1.55 x 10d5 cm2 s-r) comme composants 
diffusifs, de la m&me man&e que Shirtcliffe [6]. Dans 
une des experiences de Shirtcliffe [6], sur laquelle nous 
avons essay6 de nous ‘recaler’, la premiere mesure 
valide a Cte effectuee alors que R, = 1.71. C’est pour- 
quoi nous avons choisi cette valeur comme rapport 
initial des densites. L’epaisseur initiale de l’interface 
est caracterisee dans notre modelisation par la 
valeur C de la condition initiale (2). Tous nos calculs, 
ont Cttt effect&s en prenant soit C = 10 [c.a.d. 
(aT/ay),= o = 51, soit c = 40 [c.a.d. (aqay),= o 
= 201. Les valeurs C = 10 et C = 40 correspondent 
respectivement aux Cpaisseurs hT/H FZ 0.2 (interface 
Cpaisse) et h,/H w 0.05 (interface fine). 

Pour mieux caracteriser l’evolution du phenomene 
physique au tours du temps adimensionnel t, nous 
avons introduit les nombres de Rayleigh instantarks 
Rat=RtIT,-T,Iet Ras=RsI&--&I. A l’etat 
initial, nous aurons Rt w Rat et Rs M Ras. 

Les calculs ont irtC effect&, selon le cas, avec un 
nombre de modes de Fourier variant entre 60 et 100 
(ce qui correspond a un nombre de points de collo- 
cation, entre 0 et 27r, variant entre 120 et 200) et un 
nombre de polyndmes de Tchebychev total variant 
entre 75 et 150. Les pas de temps 6t varient entre 
5 x lo-’ et 2 x 10p5. Le temps CPU (CRAY 2) par 
pas de temps est de 0.2 s pour une resolution de 
100 x90 modes de Fourier-Tchebychev (i.e. pour 
200 x 90 points de collocation). Pour cette etude, nous 
avons toujours pris les front&es interieures des trois 
sous-domaines de calcul R,, Q2 et R3, telles que 
y2 = -y, = 0.2 (voir paragraphe 3). Tous les essais 
numeriques qui ont CtC entrepris pour cette etude sont 
resumes dans le Tableau 1. 

Pour la discussion des resultats nous nous servirons 
de T(JJ) et go/) qui correspondent respectivement aux 
moyennes de Tet S dans le sens horizontal. On parlera 
aussi de U,,,, V,,,,,, o,,, et Y,,, qui representent 
respectivement les maxima des valeurs absolues de u, 
v, w et Y. Dans le Tableau 1, quand il est specific qu’il 
y a pure diffusion cela veut dire qu’il n’y a aucune 
convection dans le domaine. D’autre part, s’il est pre- 
cise qu’il y a de la convection et de la diffusion, cela 
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Tableau 1. Liste des essais nunkiques avec leurs caracttristiques 

Essai Rt RS A C NF NTC tf- tit RCsultat$ 

1 7.6 x lo4 
2 7.6 x lo4 
3 7.6 x 10’ 
4 7.6 x 10’ 
5 7.6 x lo6 
6 7.6 x lo6 
7 7.6 x IO6 
8 7.6 x lo6 
9 7.6 x lo6 
10 7.6 x lo7 

1.3 x lo5 1 10 120 
1.3 x lo5 1 40 120 
1.3 x IO6 1 10 120 
1.3 x 106 1 40 120 
1.3 x lo7 1 10 120 
1.3 x lo7 1 10 200 
1.3 x lo7 2 10 200 
1.3 x 10’ 1 40 160 
1.3 x 10’ 1 40 200 
1.3 x lo8 1 10 200 

75 0.17150 A 
7.5 0.30400 A 
75 0.11000 B 
75 0.19850 B 
75 0.20000 B 
75 0.04000 B 
75 0.10000 B 

150 0.16520 B 
150 0.15925 B 
90 0.10600 B 

t tf- t, = temps final - temps initial. 
$ A = pure diffusion, B = convection et diffusion. 

sow-enter-id qu’il y a de la convection dans les deux 
couches de fluide de part et d’autre de I’interface. 

5. DISCUSSION DES RkSULTATS NUMiiRIQUES 

Dans toutes les simulations effect&es, on demarre 
avec la condition initiale (2) representant deux 
couches de fluide superposees et separees par une 
interface plus ou moins fine. On rappelle que l’equa- 
tion (2) est perturb&e aleatoirement a chaque point de 
l’espace physique. Dans les experiences de Shirtcliffe 
[6], ce sont les troubles initiaux dans l’interface qui 
creent naturellement cette perturbation. 11 observe que 
de la convection apparait dans les deux couches et 
que l’interface qui les s&pare croft regulierement par 
diffusion. En fait, l’interface qui est le moteur de 
l’ecoulement general tree aussi une separation 
rendant les deux couches presque independantes. 

Dans les essais numeriques que nous avons effectues 
(Tableau I), en fixant toujours R, = 1.71 (a l’etat 
initial), nous obtenons de la convection dans les deux 
couches, pour des valeurs de R, > 7.6 x 10’. 11 y a done 
une limite inferieure ou le phenombne de l’interface 
diffusive n’apparait pas. Quand Rt > 7.6 x 105, pour 
les valeurs des parametres physiques consider&, les 
phenomenes rencontres sont qualitativement 
analogues, avec Cvidemment des differences quan- 
titatives, suivant l’allongement A, les nombres de Ray- 
leigh initiaux Rs et Rt, l’epaisseur initiale de I’interface 
h,/H et la perturbation apportee a f&tat initial (2). 

On voit ainsi apparaitre, dans les deux couches de 
fluide en dehors de l’interface, un mouvement con- 
vectif qui tend a homogeneiser le fluide. Les vitesses 
maximales dans les deux couches augmentent tres leg- 
erement pendant un certain temps, puis croissent tres 
rapidement jusqu’a atteindre leur maximum, et enfin 
rechutent presque aussi vite vers un intervalle de val- 
eurs qui diminuent au tours du temps. Selon les cas, 
cette convection se developpe plus ou moins rapi- 
dement. Pour s’en assurer, on peut observer les Figs. 
2 et 3 qui montrent l’evolution de V,,,,, en fonction du 
temps pour different cas. 11 est evident que lorsque 
l’interface a atteint les limites du domaine de calcul, 
l’ecoulement general tend vers le repos. La phase oti 

les vitesses augmentent brusquement puis diminuent 
tout aussi vite, correspond a une periode d’eta- 
blissement vers un &at de quasi-Cquilibre pour l’in- 
terface. En effet pendant cette phase, le comportement 
qualitatif des flux F, et Fs est le meme que celui de 
I’,,,. 11 y a done un transport important de se1 et de 
sucre au moment oh la convection atteint ses valeurs 
maximales, puis une stabilisation de ces Cchanges (a 
travers l’interface) autour de valeurs du m&me ordre 
de grandeur. Selon les cas, les solutions obtenues dur- 
ant cette periode, ont une periodicite Cgale a A/2. Dans 
tous les cas, cette periodicite semble disparaitre quand 
les vitesses se stabilisent (tout en fluctuant), c’est a 
dire au moment oti l’interface atteint son Ctat de quasi- 
Cquilibre. Nous reviendrons sur cette question. 

Cet intense mouvement convectif durant la phase 
d’etablissement, explique en partie les difficult&s 
numeriques qui sont associees a ce probleme neces- 
sitant un nombre de modes suffisamment grand pour 
Ctre resolu correctement. Ce point est mieux detaillt 
dans le paragraphe suivant qui decrit deux cas 
typiques. 

5.1. Description d’un cas typique 
On decrit maintenant les rtsultats obtenus avec l’es- 

sai9:Rt=7.6x106,A=1etC=40(Tableau1).Ce 
cas correspond B celui d’une interface initiale fine. La 
Fig. 4(a) et (b) montre les evolutions des champs de 
w, ‘I”, T et S a differents temps : 

??A t = 0.00125, les champs des lignes d’iso-w et 
d’iso-Y qui sont encore sous l’influence de la condition 
initiale (2) (perturb&e aleatoirement), presentent une 
topologie completement tourmentee. Notons qu’a cet 
instant les vitesses sont encore pratiquement nulles 
(V,,, = 5.9 x 10-9). 
??A t = 0.005, les champs des lignes d’iso-w et d’iso- 
‘I! deviennent tout a fait structures. La Fig. 4(a) mon- 
tre bien que dans chaque couche de fluide, quatre 
cellules convectives ont pris forme. Ces quatre cellules 
prises deux par deux, forment des structures a deux 
rouleaux se repetant avec une periode en x inferieure 
a celle qui est imposee par la modelisation. La Fig. 5 
qui montre l’evolution du profil horizontal du tour- 
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* (3) 

0 
0,oo 0,Ol O,b2 t 

Fig. 2. Evolution de V,.. en fonction du temps: (1) essai 10 (&tat initial avec une interface epaisse, 
Rt = 7.6 x 10’ et Rs = 1.3 x lOa); (2) essai 9 (&at initial avec une interface fine, Rt = 7.6 x lo6 et 

Rs = 1.3 x 10’) ; (3) essai 5 (&at initial avec une interface Cpaisse, Rt = 7.6 x lo6 et Rs = 1.3 x 10’). 

Vmax 

2000 - 

1000 - 

OQCE 
0,03 t 0,05 

Fig. 3. Evolution de V,,, en fonction du temps: (1) essai 5 (&at initial avec une interface Cpaisse, A = 1, 
Rt = 7.6 x IO6 et Rs = 1.3 x 107) ; (2) essai 7 (&at initial avec une interface Cpaisse, A = 2, Rt = 7.6 x lo6 

et Rs = 1.3 x 10’). 

billon en y = 0.2, permet aussi de constater que cette 
periode est &gale a A/2. 

Pour les temps inferieurs a 0.005, les vitesses dans 
tout le domaine sont inferieured ou &gales a 10e4. A 
t = 0.005 oti les vitesses sont encore faibles, nous 
avons V,,, = 7.47 et w,,, = 111.9. De manibre gener- 
ale, Umax est du mCme ordre grandeur que V,,, mais 
avec des valeurs toujours inferieures a ce dernier. 

La Fig. 6, qui presente les profils verticaux de T a 
differents temps, montre qu’entre les temps 0 et 0.005 
oti les vitesses sont nulles, l’epaisseur de l’interface a 
fortement augment&e par diffusion. A l’etat initial on 
avait h,/H = 0.05 alors que maintenant on a 
hT/H = 0.27. En fait, tant qu’il n’y a que de la 
diffusion, il ne se passe rien d’autre que la croissance 

de l’interface. En observant les lignes d’iso-T et d’iso- 
S sur la Fig. 4(b), on voit bien que l’epaisseur de 
I’interface de se1 (i.e. 7’) croit plus vite que celle de 
l’interface de sucre (i.e. s). Ceci est bien normal car 
la vitesse de diffusion de T est trois fois plus impor- 
tante que celle de S (z = rcs/rcT = 0.33). Notons aussi 
que dans ce calcul, la solution est symetrique par rap- 
port a y = 0 jusqu’a un certain temps : 

??A t = 0.00575, la convection atteint son intensite 
maximale et l’on voit mieux apparaitre [Fig. 4(a)] 
dans chaque couche, la structure a deux rouleaux se 
repttant avec une ptriode A/2 (on rappelle que dans 
chaque couche il y a deux structures form&es de deux 
rouleaux). On peut deja constater que les centres de 
ces rouleaux (oti les valeurs de w et I// sont maximales) 
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Fig. 4(a). 
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Wmax- 10320. 

vmax=39.18 

se sont rapproches l’un de l’autre par rapport au temps 
t = 0.005. Ceci est tres bien visualise avec les lignes 
d’iso-tourbillon. Les deux rouleaux formant une 
structure telle qu’on l’a d&rite precedemment, tour- 
nent en sens inverse et crtent un arrachement d’elt- 
ments fluides aux frontieres de l’interface. Ce phen- 
omene engendre un retrecissement important de 
l’interface dans une section verticale separant deux 
structures [voir simultanement la Fig. 4(a) et (b)]. Par 
contre, si l’on se place au niveau dune section verticale 
passant par le milieu d’une structure (a deux rouleaux 

trbs proches l’un de l’autre), on assiste a un Clar- 
gissement de l’interface. En fait, les particules de fluide 
qui sont arrachtes de la couche limite de l’interface, 
dans la zone oti son epaisseur est tres faible, sont 
transportees puis Cloignees de I’interface aux endroits 
ori elle s’elargit. Les lignes d’iso-Tet d’iso-S [Fig. 4(b)] 
permettent de bien constater ce processus. 
??A t = 0.00575 nous avons V,,, = 2872 et IX,,,,, = 
27 51 I. On peut deja imaginer les difficult&s numer- 
iques qu’engendrent cette intensite tourbillonnaire et 
le retrecissement important de l’interface qui en 
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Omax=12871.91 

yfmax=38.94 

t==o.012 
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6hlax=3577.13 

ymax=26.29 
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amax=1168.70 

yfmax=7.24 

Fig. 4(a)-continued. 

resulte. Non seulement, ce probleme necessite un 
nombre de modes suffisamment grand pour repre- 
senter correctement la solution en espace, mais aussi 
un pas de temps suffisamment petit pour la representer 
correctement en temps. Ainsi, dans ce calcul, $ 
t = 0.00575, nous avons dti diminuer le pas de temps 
jusqu’a la valeur 6t = 5 x 10m7 (voir Tableau 1). Bien 
stir, aux temps ulterieurs, quand l’intensite de la con- 
vection diminue, on augmente a nouveau le pas de 
temps. Supposons maintenant que l’on ait 2H = 6 cm 
comme dans la derniere experience de Shirtcliffe [6]. 
Sachant que les quantites ?* = H2 / rcT et r* = rcT / H 
correspondent respectivement au temps et B la vitesse 
de reference, on peut deduire aisement les valeurs du 
temps physique t” et de la vitesse physique 17 
(t” z 5.8 x lo5 s et P z 5.17 x IO-’ m s-l). 

Ainsi, les temps adimensionnels t = 0.00575 et 
6t = 5 x lop7 correspondent respectivement aux 
temps physiques t” iz: 55.6 min et 6t” E 0.3 s et la vitesse 

V max = 2872 correspondra i la vitesse physique 
17,,, % 1.48 x 10m4 m s-l. 

??A t = 0.006, l’intensite de la convection commence 
a decroitre (a ce temps nous avons V,,, = 1885 et 
w,,, = 25 769), mais sa repartition devient plus 
uniforme dans les deux couches. On voit sur la Fig. 
4(a), que les centres des rouleaux convectifs se sont 
rapproches des front&es horizontales du domaine de 
calcul. Ainsi, les elements de fluide qui sont liberes des 
couches iimites de l’interface sont repartis dans tout 
le domaine exterieur a cette derniere. Ce brassage plus 
general, de chacune des deux couches de fluide, est le 
debut de leur homogeneisation. On peut constater, en 
observant les lignes d’iso-T et d’iso-S, qu’a ce temps 
les retrtcissements locaux de l’interface sont par- 
ticulierement importants. Notons enfin, la forte con- 
centration des lignes d’iso-tourbillon au milieu d’une 
structure a deux rouleaux telle qu’on l’a d&rite au 
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(b) 

Iso-T 

t=o.o0575 

t=O.00600 

t=o.00750 

Fig. 4(b). 

temps precedent. Ceci est la consequence du rap- voisinage et le signe oppose de ces maxima (les rou- 
prochement des deux maxima de w dans la structure leaux de convection tournent en sens inverse), engen- 
en question. drent done de trbs fortes variations du tourbillon dans 
. De t = 0.00625 i t = 0.00750, la Fig. 5 exhibant les le sens horizontal. Ceci explique le besoin d’un nombre 
profils horizontaux de w en y = 0.2, montre bien ce de modes de Fourier important dans cette direction. 
rapprochement des maxima dans chacune des struc- Au temps t = 0.00625, nous avons I’,,, = 783 et 
tures, par rapport au temps t = 0.00575. Le proche w,,, = 15 487. Les profils de la Fig. 5 permettent 
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Fig. 4. (a) Lignes d’iso-w et d’iso-Y ; (b) lignes d’iso-T et d’iso-S. Essai 9 du Tableau 1. 

de constater qu’g partir de t = 0.00725, l’koulement 
commence A perdre sa pkriodiciti: de A/2. Ceci se tra- 
duit au niveau des lignes d’iso-w et d’iso-$, par l’ap- 
parition de structures secondaires au dessus et entre 
ce qui ttait jusqu’g lors les deux structures principales 
[Fig. 4(a) au temps t = 0.00750]. Les lignes d’iso-T 
montrent qu’& partir de t = 0.00675, l’interface prC- 
sente une kpaisseur plus rkgulibre sur toute sa long- 
ueur. Au temps t = 0.00750, nous avons V,,, = 496 
et w,,, = 10 320. A partir de ce temps les vitesses 
maximales se mettent g fluctuer irrkgulikrement. Leur 
tendance moyenne accuse nkanmoins une dkroiss- 
ante lente au fur et g mesure que le phknomkne Cvolue. 
En fait, comme on l’a dkja CvoquC dans le paragraphe 
prCcCdent, la brusque montCe et descente en vitesse 
correspond & une phase d’ktablissement, oti le systkme 
& deux couches recherche un Ctat de quasi-Cquilibre. 
Pendant cette pkriode, les &changes de mat&e entre 

les deux couches (i.e. dans l’interface) sont trks impor- 
tants. Notons au passage que dans la dernikre expkri- 
ence de Shirtcliffe [6], les gradients initiaux des deux 
composants dans l’interface ttaient si grands, qu’il 
fallut attendre 8.2 h pour que les troubles dans cette 
dernikre disparaissent de manike B obtenir la premibre 
mesure valide. Dans cette expkrience, il utilisait un 
rkipient de hauteur 2H = 6 cm. Ainsi, pour fixer les 
idCes, notons que le temps i= 8.2 h correspond au 
temps sans dimension t z 5.09 x lO_‘. Dans notre 
expkrience numkrique, ?i t = 5.09 x lo-‘, I’interface 
aura dkja atteint la dimension hT/H = 0.499 (i.e. 
h T z 1.5 cm). La phase d’ttablissement est done plus 
courte dans notre simulation numkrique que dans l’ex- 
pkrience rkelle. Ceci est Cvidemment 1iC g la mod- 
Clisation de l’interface initiale et de la perturbation 
dklanchant le mouvement. Dans nos essais 
numkiques, il faudra attendre de passer la pkriode de 
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Fig. 5. Profils horizontaux du tourbillon o en y = 0.2, correspondant g l’essai 9 du Tableau 1, aux temps : 
(1) t = 0.00575, (2) t = 0.00625, (3) t = 0.00650, (4) t = 0.00675, (5) t = 0.00725, (6) t = 0.00750. 
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Fig. 6. Profils verticaux de la concentration moyenne (hor- 
izontale) de se1 T aux temps: (1) t = 0, (2) t = 0.005, (3) 
t = 0.012, (4) t = 0.05825, (5) t = 0.15925. Essai 9 du Tab- 

leau 1. 

forte convection pour que nos mesures de flux et de 
vitesses puissent &tre comparees a celles des experi- 
ences reelles. 
??A t = 0.00925, l’ecoulement dans les deux couches 
devient trb desordonne dans la mesure oti l’on dis- 
tingue difficilement des structures principales. Le 
mouvement convectif dans les deux couches est entre- 
tenu par le degagement d’elements fluides sur les 
couches limites de I’interface. Le moment oii cet ar- 
rachement de particules fluides s’effectue dans une 
couche, correspond a celui od les vitesses dans cette 
derniere augmentent. Ce processus correspond t&s 
bien aux observations experimentales. Pour donner 
une idee des fluctuations des vitesses notons qu’entre 
les temps t = 0.00750 et t = 0.01, V,,, a oscille irre- 
gulierement entre les valeurs 281 et 731, et w,,, entre 
9667 et 12 871. On peut observer l’evolution de V,,, 
en fonction du temps correspondant a ce cas (essai 9) 
sur la Fig. 2. 
??De t = 0.012 a t = 0.15925, la Fig. 6 montre qu’a 
l’interieur de l’interface, les profils verticaux de T sont 
approximativement lineaires au debut, mais le sont 
beaucoup moins lorsque les limites de l’interface se 
rapprochent de celles du domaine de calcul. On voit 
bien que jusqu’au temps t = 0.05825 les valeurs de ?= 
dans ces couches sont pratiquement constantes. Ce 
qui temoigne d’une bonne homogeneite des con- 
centrations en dehors de l’interface. L’allure des pro- 
fils verticaux de Yi= est tout fait similaire a celle des 
profils obtenus par Shirtcliffe [6]. A t = 0.15925, l’in- 
terface devient tres difficile a mesurer. MalgrC leurs 
fluctuations, les vitesses dans les deux couches ont une 
tendance moyenne vers la decroissance. L’ecoulement 
general Cvolue lentement vers le repos. A t = 0.15925, 
nous avons h,/H = 0.952, V,,,,, = 66.3 et w,,, = 
1168.7. Notons que la fin du calcul correspond a un 

temps physique de l’ordre de 26 h, ce qui est tout & 
fait comparable aux temps des exptriences. 

5.2. Influence des djffkrents paramPtres SW le com- 
portement de la solution 

5.2.1. Infiuence du nombre de modes.ConsidCrons 
maintenant les resultats obtenus avec l’essai 8: 
Rt = 7.6 x 106, A = 1 et C = 40. En observant le Tab- 
leau 1, on peut remarquer que ce calcul a tte effectue 
avec les mCmes parametres physiques utilises pour 
l’essai 9 (decrit au paragraphe precedent), mais qu’il 
differe avec le nombre de modes de Fourier (Nr = 200 
pour l’essai 9 et 160 pour l’essai 8). La Fig. 7 montre 
les champs de w, II/ et T a cinq temps differents. Sur 
la Fig. 4(a) et (b) qui correspondent a l’essai 9, les 
memes champs sont representes aux memes temps. En 
comparant les Figs. 4(a), (b) et 7, on constate qu’avec 
l’essai 8 il n’apparait pas de solution avec une periode 
&gale a A/2 comme avec l’essai 9, durant la phase dite 
d’etablissement. Aux temps t = 0.0075 et t = 0.00925, 
on distingue malgre tout, dans chaque couche, deux 
structures principales de convection qui se ressemblent 
mais qui different par la taille. Au temps t = 0.00925 
la solution, comme avec l’essai 9, commence a prendre 
une apparence chaotique. Notons aussi qu’au niveau 
quantitatif et tvolutif il y a tres peu de difference entre 
les essais 8 et 9. Dans ce probleme, il semblerait que 
l’on ait besoin d’un nombre de modes suffisant (et en 
particulier les modes de Fourier) pour obtenir dans 
les premiers temps une solution avec une periode de 
longueur plus petite que celle imposee par la mod- 
Clisation. 

Pour le cas de l’essai 5, nous avons voulu savoir si 
en augmentant le nombre de modes de Fourier, on 
conservait plus longtemps la periodicit& de la solution. 
Ainsi nous avons mis a execution l’essai 6 qui differ-e 
de l’essai 5 seulement par le nombre de modes de 
Fourier (NF = 120 pour l’essai 5 et NF = 200 pour 
l’essai 6). Now avons constate que la periodicittt de 
la solution Ctait perdue a peu prb au m&me moment 
dans les deux cas. On peut done penser, que la perte 
de periodicite apres chaque phase d’intense convection 
n’est pas forcement due a un manque de resolution en 
Fourier. 

5.2.2. Injluence de l’.kpaisseur initiale de l’interjkce. 
Considerons l’essai 5, dont les don&es sont identiques 
a celles de l’essai 9 (decrit au paragraphe 5.1), mais 
pour lequel on a d&mark avec une interface initiale 
tpaisse au sens od on l’a defini dans le paragraphe 
4.4. Les phenomenes rencontres sont qualitativement 
analogues a ceux observes avec l’essai 9 oti l’interface 
de depart est plus fine. Cependant, avec une interface 
initiale plus epaisse, le maximum des vitesses apparait 
plus tard, avec une intensite bien plus faible (comparer 
les essais 5 et 9 sur la Fig. 2). Les Figs. 8 et 9 montrent 
respectivement l’evolution dans le temps des profils 
verticaux de F et s correspondant a l’essai 5. La Fig. 
10 montre l’tvolution de l’epaisseur de I’interface avec 
le temps pour les essais 5 et 9. On constate que pour 
les deux cas, h,/H croit rapidement au debut, puis 
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(3) 

(4) 

Iso-T 
Fig. 7. Lignes d’iso-o, d’iso-Y’et d’iso-Tcorrespondant g l’essai 8 du Tableau 1. (1) t = 0.005 : co,,, = 87.36, 
‘Pm,, = 0.66; (2) t = 0.00575 ; co,,, = 22109.0, ‘I’“,,, = 205.5 ; (3) t = 0.006 : omax = 27 193.4, Y’,,, = 322.9; 

(4) t = 0.0075 : q,,,, = 8432.3, Ym,, = 70.5 ; (5) t = 0.00925 : w,, = 11 205.6, Y’,,, = 71.8. 
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Fig. 8. Profils verticaux de la concentration moyenne (hor- 
izontale) de se1 F aux temps: (1) t = 0, (2) t = 0.025, (3) 
t = 0.055, (4) t = 0.105, (5) t = 0.15, (6) t = 0.2. Essai 5 du 

Tableau 1. 
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Fig. 9. Profils verticaux de la concentration moyenne (hor- 
izontale) de sucre S aux temps : (1) t = 0, (2) t = 0.105, (3) 

t = 0.2. Essai 5 du Tableau 1. 

dtcroit lkgirrement et enfin croft & nouveau (mais 
moins rapidement qu’au d&but) en marquant des pali- 
ers. Cette brusque croissance “suivi d’une 1Cgkre 
dkroissance correspond B la phase d’ktablissement. 
On a vu dans le paragraphe 4.2 que ces paliers n’ont 
rien de physique et qu’en fait on ne faisait que suivre 
les points de collocation. Par ailleurs, si l’on observe 
l’kvolution de i&/H, correspondant & l’essai 9, on voit 
sur la Fig. 10, qu’entre t = 0.025 et t = 0.05, elle est 
pratiquement linkaire et que 0.35 < h,/H d 0.5. Or, 
cet intervalle correspond g une zone oti les points de 
collocation sont trks rapprochks. De plus, l’essai 9 est 
un cas oti nous avons un nombre important de points 
de collocation dans la direction verticale. Ainsi, mCme 

en suivant les points de collocation comme il a Cti: dit, 
l’erreur faite sur h,/H dans cet intervalle, est tr& 
faible. En bref, I’Cvolution de h,/H en fonction du 
temps semble bien &tre linkaire aprks un certain temps. 
C’est pourquoi, nous avons approximk (au sens des 
moindres car&) toutes les courbes d’kvolution de 
h,/H par un polyn8me du premier ordre. De cette 
man&e on obtient : 

h,/H = 0.3509+3.7070t 

pour l’essai 5 (interface initiale kpaisse) et 

h,/H = 0.2185+4.8292t 

pour l’essai 9 (interface initiale fine). 

Done, en prenant une interface Cpaisse g 1’Ctat initial, 
l’kpaisseur h,/H augmente moins rapidement que si 
l’on prend une interface plus fine. On voit sur la Fig. 
10, qu’aprks le temps t = 0. I, la courbe correspondant 
g l’essai 9, va rejoindre celle qui se rapporte a 
l’essai 5. 

5.2.3. Influence de l’allongement. Nous analysons ici 
les rksultats obtenus avec I’essai 7 qui a CtC effect& 
avec la mCme interface initiale et les m&mes nombres 
de Rayleigh utilisks pour l’essai 5, mais avec un allon- 
gement Cgal $ 2. La Fig. 11 montre les champs du 
tourbillon, de la fonction de courant et de la saliniti: 
g diffkrents temps. On observe, que dans les premiers 
instants, le nombre de structures principales diffire 
entre la couche supkieure et la couche infkrieure. 
Dans la couche supkrieure, la tendance 9 la pkriodicitk 
(avec une pkiode Cgale $ A/4) est plus marquke. Cette 
diffkrence de structure entre la couche supkrieure et 
la couche infkrieure (dans les premiers instants) est 
probablement dfi B un manque de modes de Fourier 
dans la direction horizontale. En effet, pour l’essai 5 
oti A = 1 nous avons NF = 120 tandis que pour l’essai 
7 oti A = 2, nous avons seulement NF = 200. D’autre 
part, l’kvolution dans le temps et l’ordre de grandeur 
des quantitks ielles que : les maxima des vitesses, les 
flux et 1’Cpaisseur moyenne de I’interface, ne diffkrent 
gubre de ceux obtenus avec l’essai 5 avec ces m&mes 
quantitk Pour s’en assurer, la Fig. 3 donne l’kvo- 
lution de V,,, pour les cas qui correspondent aux 
essais 5 et 7.11 semble done que l’allongement ne joue 
pas un r61e primordial dans ce problkme. 11 serait 
cependant stirement inGressant d’effectuer une Ctude 
plus approfondie de l’effet du nombre de modes et de 
l’allongement, sur la solution. 

5.2.4. I$uence des nombres de Rayleigh. Le calcul 
oti nous avons pris les plus grands nombres de Ray- 
leigh correspond g l’essai 10: Rt = 7.6 x 107, 
Rs = 1.3 x lo*, A = 1 et C = 10. La Fig. 12 montre 
les profils verticaux de F, g quelques instants car- 
actkristiques. On voit bien, que la concentration de se1 
en dehors de l’interface est bien uniforme. Si l’on 
compare ces profils g ceux de la Fig. 8 qui se rapporte 
gun cas oti le nombre de Rayleigh est plus faible (essai 
5), on peut constater que la salinitk dans les deux 
couches est plus uniforme dans le cas de l’essai 10. 
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Fig. 10. Evolution de h,/H en fonction du temps: (I) essai 5 (&tat initial avec une interface kpaisse, 
Rt = 7.6 x lo6 et Rs = 1.3 x 107); (2) essai 9 (&tat initial avec une interface fine, Rt = 7.6 x lo6 et 

Rs = 1.3 x 10’). 

Ceci est logique, car pour cet essai, le nombre de 
Rayleigh plus important, engendre une convection 
d’autant plus grande dans les deux couches. Cette plus 
grande convection est bien mise en evidence sur la Fig. 
2 (sur cette figure, comparer les essais 10 et 5). La Fig. 
13 montre l’evolution de IZr/H en fonction du temps, 
pour trois cas de calcul qui different par leur nombre 
de Rayleigh. On obtient les loi approchees : 

h,/H = 0.3560+ 5.1170~ pour l’essai 3 

hr/H = 0.3509 + 3.7070t pour I’essai 5 et 

h,/H = 0.3073+3.1021t pour I’essai 10. 

On remarque done, que l’epaisseur de l’interface aug- 
mente moins vite quand les nombres de Rayleigh sont 
plus importants. La Fig. 14, donne l’evolution de R, 
[voir equation (18)] en fonction du temps pour les 
memes cas de calcul que la Fig. 13. On constate qu’ap- 
res le temps 0.075, les trois courbes d’evolution se 
croisent, puis continuent leur progression line- 
airement. Cette progression lineaire, commence d’au- 
tant plus tot, que le nombre de Rayleigh est important. 

5.3. Comparaisons avec les rhultats exphnentaux 
Dans ce probleme, qui utilise le se1 et le sucre comme 

composants diffusifs, la masse totale de chaque com- 
posant est conservee. Ainsi, les flux de se1 et de sucre 
a travers l’interface, seront respectivement pro- 
portionnel aux vitesses d’khange de CI 6T et p 6s. En 
partant de ce principe, Shirtcliffe [6] mesure le rapport 
des flux Rf, en disant qu’il est Cgal pendant toute une 
experience, au gradient du graphe de b 6s en fonction 
de a 6T. La Fig. 2 de son article permet de constater 
que pour chacune de ses experiences, les graphes de /I 
6s en fonction de CI 6T, sont des droites accusant 
globalement la m&me pente. 11 est ainsi montre que 
R, z & z 0.58. Notons que les valeurs durant les 
premiers instants des experiences n’ont pas CtC relevees 

car elles ne sont pas significatives. Comparons main- 
tenant nos courbes avec celles obtenues dans les 
experiences. 

La Fig. 15(a) et (b) montre respectivement pour les 
essais 10 et 5 I’tvolution de Rat en fonction de Ras. 
Ces deux courbes sont qualitativement et quan- 
titativement trbs proches de celles don&es par Shirt- 
cliffe [6] dans la Fig. 2 de son article. On peut donner 
les lois : 

Ras = 0.5338Rat+8.895 x lo7 

pour le cas de la Fig. 15(a) (essai 10) et 

Ras = 0.4510Rat+9.542 x lo6 

pour le cas de la Fig. 15(b) (essai 5). 

Si l’on utilise la methode de Shirtcliffe pour calculer 
R,, nous aurons R, M 0.534 pour l’essai 10 et 
R, z 0.451 pour l’essai 5. Done, quand les nombres 
de Rayleigh sont plus faibles, le rapport Rf l’est aussi. 
Cette tendance est aussi observee dans les experiences 
de laboratoire. De plus, avec ses nombres de Rayleigh 
les plus faibles, c’est a dire Rt z 7.6 x lo9 et 
Rs z 1.3 x lOlo, Shirtcliffe obtient R, z 0.58, qui est 
une valeur tres proche de Rf z 0.534 que nous ob- 
tenons avec nos nombres de Rayleigh les plus impor- 
tants, c’est a dire Rt z 7.6 x lo7 et Rs z 1.3 x 10’ 
(essai 10). On peut done penser raisonnablement, que 
s’il avait travail16 avec des nombres de Rayleigh du 
mCme ordre de grandeur que les notres, il aurait du 
m&me coup obtenu des valeurs de R, encore plus vois- 
ines des notres. 

La Fig. 16 montre l’evolution de Rf avec le temps 
correspondant a l’essai 10. On voit que ce rapport est 
alors loin d’etre constant. Neanmoins, a partir des 
valeurs relevees, on peut donner la loi approchee: 
Rf z 0.5462+0.0299t. Nous avons estime, qu’une er- 
reur de l’ordre de 10% sur h,/H, pouvait engendrer 



Modelisation isotherme dune interface diffusive en convection de double-diffusion 28: 

Iso-o ISO-'IJ ho-T 
Fig. 11. Lignes d’iso-w, d’iso-Y et d’iso-T correspondant a l’essai 7 du Tableau 1. (I) t = 0.01125: 
%I,, = 162.6, Y,,,,, = 2.82; (2) t = 0.0125: w,,, = 20556.4, ‘I’,,,,, = 389.9; (3) t = 0.01375: w,,, = 9173.9, 
Y mar = 45.3; (4) t = 0.015: w,,, = 13604.0, Y,,, = 61.5; (5) t = 0.01625: w,,, = 6495.4, Y,,, = 50.2; 

(6) t = 0.05 : co,,, = 5206.8, Y,,, = 55.2 ; (7) t = 0.1 : w,,, = 2877.3, Y,,, = 34.5. 
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Fig. 12. Profils verticaux de la concentration moyenne (hor- 
izontale) de se1 ii aux temps : (1) t = 0, (2) t, = 0.0305, (3) 

t = 0.062, (4) t = 0.101. Essai 10 du Tableau 1. 

au maximum une erreur de 20% sur Rf. Cette loi 
moyenne de Rf donne done des valeurs tres proches 
de celles trouvtes par la methode precedente. 

La Fig. 17 donne les evolutions de Rat en fonction 
de t se rapportant aux essais 5 et 10. Shirtcliffe [6], 
montre que l’evolution de CI 6T en fonction du temps 
est g peu pres lineaire si l’on se place en coordonnees 
logarithmiques. Si l’on compare ses courbes aux 
nbtres, on peut voir que dans l’intervalle de valeurs 
que l’on s’est fix&, on retrouve a peu pres la m&me 
decroissance lineaire. Notons cependant, que nos 
graphes sont moins lineaires quand on s’approache de 
t = 0.1. 

Les Figs. 18 et 19 montrent respectivement l’evo- 
lution du rapport R, et celle de l’epaisseur h,/H en 
fonction du temps adimensionnel t. Sur ces figures, 

hT 

H 
098 

nous comparons les resultats correspondant a l’essai 
10 avec ceux de la derniere experience de Shirtcliffe 
[6]. La quantite R, est notee FJF,, dans le tableau 
rapportant les resultats de cette experience effect&e 
dans un recipient de hauteur H = 3cm. Nous avons 
adimensionne les temps donnes par Shirtcliffe en les 
divisant par le temps de reference choisi pour nos 
calculs, a savoir ?* = Ilf/+ Linden et Shirtcliffe [1 l] 
a partir des donnees de Shirtcliffe [6] montrent que 
jusqu’aux temps od la mesure de l’interface est valide, 
l’epaisseur de cette derniere augmente lineairement 
avec le temps suivant la loi: h,/H = 2.983t. On rap- 
pelle que pour l’essai 10 on a obtenu la loi: 
h,/H = 0.3073 + 3.1021 t. Ces deux dernieres lois cor- 
respondent a la Fig. 19. L’essai 10 permet aussi 
d’obtenir la loi (valable apres t = 0.025) : 
R, = 0.6364+2.76&. Les Figs. 18 et 19 permettent de 
constater que jusqu’au temps t = 0.106, les pentes des 
graphes se rapportant a notre essai et celles cor- 
respondant a l’experience sont a peu pres egales. Aprbs 
le temps t = 0.106 l’epaisseur de l’interface devenait 
trop importante pour que les calculs soient sig- 
nificatifs. Au vu de ces figures, on remarque que les 
valeurs concernant l’essai 10 sont plus &levees. Ce 
decalage, est principalement lie a la difference entre 
l’epaisseur initiale de l’interface dans l’experience 
reelle et celle de notre simulation numerique. Notons 
aussi que le processus de demarrage est different dans 
les deux cas. En particulier, dans nos simulations, 
le fait de perturber dans tout le domaine contribue 
surement a crter plus tot le mouvement de convection. 
Tout se passe comme si nos evolutions avaient subi 
une translation dans le temps par rapport a celles 
des experiences. II est important de preciser que la 
premiere mesure donnee dans le tableau de Shirtcliffe 
correspond aux nombres de Rayleigh : Rat = 7.6 x lo9 
et Ras = 1.3 x 10’“. Ces nombres de Rayleigh sont 
done 100 fois plus tleves que ceux que nous avons 

0,oo 0,03 0.05 0,08 
t 

0,lO 

Fig. 13. Evolution de h,/H en fonction du temps : (1) essai 10 (&tat initial avec une interface Cpaisse, 
Rt = 7.6 x lo7 et Rs = 1.3 x 10’) ; (2) essai 5 (&at initial avec une interface Cpaisse, Rt = 7.6 x IO” et 

Rs = 1.3 x 107) ; (3) essai 3 (&at initial avec une interface Cpaisse, Rt = 7.6 x lo5 et Rs = 1.3 x 106). 
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Fig. 14. Evolution de R, en fonction du temps: (1) essai 10 (&at initial avec une interface Cpaisse, 
Rt = 7.6 x 10’ et Rs = 1.3 x 108) ; (2) essai 5 (&tat initial avec une interface Cpaisse, Rt = 7.6 x lo6 et 

Rs = 1.3 x 10’) ; (3) essai 3 (&tat initial avec une interface Bpaisse, Rt = 7.6 x 10’ et Rs = 1.3 x 106). 

utilises pour l’essai 10. Rappelons enfin que l’tpaisseur 
de l’interface augmente d’autant moins vite que les 
nombres de Rayleigh sont importants. 

La Fig. 20 donne l’evolution du flux de se1 nor- 
malise F:, en fonction du rapport des densites R,. Les 
‘graphes (1), (2) et (3) de cette figure se rapportent a 
trois de nos experiences numeriques (essais 3, 5 et 10 
du Tableau 1) qui ont toutes demarri: avec une inter- 
face initiale epaisse. Pour le graphe (4), qui correspond 
a la derniere experience de Shirtcliffe [6], nous avons 
normalise les flux de se1 qu’il donne dans la bieme 
colonne de son tableau, de la m&me man&e que dans 
nos calculs, c’est a dire en les divisant par le flux Fssp 
(15). Pour ce faire, nous avons pris p0 = 1 g cm-‘, 
g = 981 cm se2, v = lo-’ cm2 ss’ et ICY = 1.55 x lo-’ 
cm2 s-‘. On constate que le graphe (4) a quali- 
tativement la m&me decroissance que les graphes (1), 
(2) et (3). D’un point de vue quantitatif, les valeurs 
des flux correspondant au graphe (4), sont un peu plus 
faibles. On rappelle que les nombres de Rayleigh de 
l’experience sont 100 fois plus ClevCs que les notres et 
que I’interface initiale est tres differente. En fait, on 
peut remarquer que pour R, fixi, les tpaisseurs h,/H 
de l’experience sont deux a trois fois plus petite que 
les notres. Pour fixer les id&es, si R, &gale 1.97, alors 
h,/H vaut 0.43 pour le cas (1) de Ia Fig. 20, 0.55 pour 
le cas (2), 0.67 pour le cas (3) et 0.2 pour le cas (4). 
De plus, les resultats numeriques montrent que pour 
un R, don+ F+ dCcro& quand Rat et Ras augment- 
ent, et que F; decroit quand h,/H augmente. On peut 
done raisonnablement penser, que dans nos simu- 
lations, si l’on avait pu prendre une interface initiale 
plus fine et des nombres de Rayleigh 100 fois plus 
grands, nous aurions CtC tres proches des resultats 
experimentaux de la derniere experience de Shirtcliffe. 
Dans nos calculs, nous avons estime qu’une erreur de 
10% sur h,/H, pouvait creer au plus une erreur de 

25% sur F; et 0.7% sur R,. Pour sa derniere experi- 
ence [graphe (4) sur la Fig. 201, Shirtcliffe utilisa un 
recipient tel que H = 3 cm et L = 15 cm. Pour ses 
premieres experiences il avait utilise un reservoir plus 
important pour lequel H = 5 cm et L = 60 cm. Pour 
toutes les experiences obtenues avec ce dernier recipi- 
ent il donne une loi empirique moyenne 
F+ = 2.59R;‘2.6 qui est represent&e par le graphe (5) 
sur la Fig. 20. On constate que les valeurs de F+ 
correspondantes deviennent rapidement 100 fois plus 
faibles que celles des cas (1), (2), (3) et (4) au fur et a 
mesure que R, croft. Pour expliquer cette difference, 
notons tout d’abord que pour le calcul de cette loi, 
Shirtcliffe n’a pas tenu compte de toutes ses experi- 
ences. En effet, sur la Fig. 5 de son article od sont 
relevees les mesures de toutes ses experiences on voit 
bien que dans i’intervalle de R, que nous considerons 
ici (c’est a dire 1.7 ,< R, < 2.3), il peut y avoir un 
rapport de plus de 10, entre deux valeurs de F,*, 
correspondant a un R, fix&. 

6. CONCLUSION 

Le but de ce travail Ctait de modeliser et d’etudier 
une interface dzj&sive en convection de double- 
diffusion. Pour cela, une methode spectrale couplee a 
une technique de decomposition de domaine a &ti: 
utilisee de man&e B resoudre les equations de Navierr 
Stokes dans l’approximation de Boussinesq. Cette 
methode s’est trouvee bien adaptee a rep&enter avec 
precision, les zones inttrieures de fort gradient qui 
apparaissent dans ce probleme. Pour le modele, nous 
avons consider+ qu’a l’instant initial, le domaine de 
calcul Ctait rempli par deux couches de fluide au repos, 
separees par une interface. Ces deux couches ont des 
concentrations uniformes en se1 et en sucre mais dif- 
ferentes d’une a l’autre. Nous avons mis en evidence 
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Fig. 15. (a) Evolution de Rat en fonction de Ras. Essai 10 (&tat initial avec une interface Cpaisse, 
Rt = 7.6~ 10’ et Rs = 1.3 x log). La droite correspond ?I la loi: Ras = 8.895 x 107+0.5338Rat (approxi- 
mation par la mtthode des moindres car&). (b) Evolution de Rat en fonction de Ras. Essai 5 (&tat 
initial avec une interface Cpaisse, Rt = 7.6~ lo6 et Rs = 1.3 x 107). La droite correspond $ la loi: 

Ras = 9.542 x 106+0.451Rat (approximation par la mkthode des moindres carrks). 
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Fig. 16. Evolution de R,en fonction du temps. Essai 10 (&tat initial avec une interface epaisse, Rt = 7.6 x 10’ 
et Rs = 1.3 x 10’). 

IO8 _ 
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Fig. 17. Evolution de Rat en fonction du temps : (1) essai 10 (&tat initial avec une interface tpaisse, 
Rt = 7.6 x 10’ et Rs = 1.3 x 108) ; (2) essai 5 (&tat initial avec une interface Cpaisse, Rt = 7.6 x lo6 et 

Rs = 1.3 x 107). 

qu’en demarrant d’une condition initiale, pour le se1 et 
le sucre, trbs faiblement perturbee de facon aleatoire, il 
pouvait apparaitre dans les premiers instants un 
regime d’ecoulement ayant une periodicite inferieure 
a celle qui est imposee par la modelisation. En partant 
d’un Ctat initial oti l’interface est plus fine, ou bien en 
augmentant les nombres de Rayleigh, l’ecoulement 
fait apparaytre des structures complexes dont la simu- 
lation numerique correcte necessite l’emploi d’un tres 
grand nombre de polynbmes. Nos simulations les plus 
fines utilisaient 100 modes de Fourier et 150 modes de 

Tchebychev. Pour la comparaison avec l’experience 
nous nous sommes interesses plus particulierement a 
la dernibre experience de Shirtcliffe [6] car c’etait la 
seule pour laquelle il donnait des profils de con- 
centration de se1 et de sucre ainsi que des valeurs bien 
prkises, a difftrents instants, de diverses quantites 
telles que : les flux et les densites relatifs au se1 et au 
sucre. Ainsi, nous avons pu constater un tres bon 
accord qualitatif en ce qui concerne la forme des pro- 
fils de sel, de sucre et de densite et leur evolution dans 
le temps. A propos du rapport des flux Rf, nous avons 
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Fig. 18. Evolution de R, en fonction du temps: (I) essai 10 (&tat initial avec une interface epaisse, 
Rt = 7.6 x 10’ et Rs = 1.3 x 10’) ; (2) evolution d’apres Shirtcliffe [6]. 

Fig. 19. Evolution de h,/H en fonction du temps : (1) essai 10 (&at initial avec une interface tpaisse, 
Rt = 7.6 x 10’ et Rs = 1.3 x 10’) ; (2) evolution d’aprks Linden et Shirtcliffe [ll]. 

trouve la valeur R f M 0.53 pour notre essai le plus 
proche des experiences au lieu de Rf E 0.58 comme 
dans ces dernieres. Pour les quantites comme le Ray- 
leigh salin instantant: Rat, le rapport des flux du aux 
gradients des concentrations dans l’interface R,, 
l’epaisseur de l’interface h, et le flux de se1 normalise 
Ff, les evolutions dans le temps sont t&s proches de 
celles de l’experience d’un point de vue qualitatif, mais 
differentes quantitativement. Ceci est normal car dans 
le probleme que nous avons trait&, les valeurs de l’in- 

terface initiale et des nombres de Rayleigh sont diff- 
trentes de celles des experiences de Shirtcliffe. Le pro- 
cessus de demarrage est totalement different. 

Nos resultats montrent qu’une modelisation bidi- 
mensionnelle avec periodicite est correcte. Ainsi, a 
partir du modele et des outils de calcul que nous avons 
construits, on pourrait envisager une etude plus 
approfondie, c’est a dire considerer une plus large 
gamme de parametres physiques. Dans ce problbme 
de l’interface, comme dans la plupart des problemes 
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Fig. 20. Evolution de FT en fonction de R, : (1) essai 3 (&at initial avec une interface Cpaisse, Rt = 7.6 x lo5 
et Rs = 1.3 x 106) ; (2) essai 5 (&tat initial avec une interface Bpaisse, Rt = 7.6 x 1Oh et Rs = 1.3 x 10’) ; (3) 
essai 10 (&at initial avec une interface tpaisse, Rt = 7.6 x 10’ et fi = 1.3 x 108) ; (4) Bvolution correspondant 
g la derniire expCrience de Shirtcliffe [6] (pour ce cas, les calculs des flux F+ ont ttt effect&, en normalisant 
les kux de se1 don&s dans le Tableau 1 de l’article de Shirtcliffe, avec le flux Fsp; (5) graphe de la loi 

F+ = 2.59R;‘2.6 don& par Shirtcliffe [6] pour les premiires expkriences qu’il cite dans son article. 

de convection de double-diffusion, le champ d’in- 

vestigation reste encore largement ouvert. 
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NUMERICAL ISOTHERMAL MODEL FOR A DIFFUSIVE 
INTERFACE IN DOUBLE-DIFFUSIVE CONVECTION 

A spectral method coupled with a multi-domain technique is used to model a diffusive interface in double- 
diffusive convection. The isothermal model involves two horizontal Boussinesq fluid layers with a uniform 
sugar and salt concentration which are separated with a thin interface. A reasonable agreement has been 

found by comparing the numerical results with the experimental and theoretical ones. 


